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数理計画ソルバーを用いたメタ解法
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�� はじめに

最適化関連の実際問題を短時間で解決して欲しいと依
頼されたときに，数理計画ソルバーを用いるか，メタ解
法を設計するかは分かれ目だ．前者は，問題のサイズが
大きくなると解けなくなることがあるし，後者はアルゴ
リズムを一から設計する必要があるので面倒だ．さらに

言うと，後者は実務家への技術移転が難しい．両者の弱
点を補うために，この � つを合わせたアプローチを使う
という手がある．ここでは，そういった手法を幾つか紹
介する．
多くの実際問題は，混合整数計画（����� ����	�


�
�	
����	� ���）問題として定式化される．通常，
実際問題は，モデリング言語を用いてモデル化され，���

ソルバーで求解できる．この意味で，���ソルバー＋モ
デリング言語の組合せは，実務的な意味での汎用性が高

く，ほとんどの実際問題が（小規模ならば）求解可能で
ある．しかし，問題の規模が大きくなってくると，市販
の���ソルバーではすぐに限界がきてしまう．これは，
多くの���ソルバーが分枝限定法とよばれる列挙法を基
礎にしていること，ならびに実務上のほとんどの問題が
���困難族の中でも特に難しいものであることに起因す
る．（定式化できることと解けることは全く別物なのだ．）
一方，対象とする問題に特化した解法（特にメタ解法）

を設計すれば，大規模な問題でも高速に良好な近似解を

得ることができる．メタ解法は，比較的コーディングの
負担が少ない最適化手法であるが，問題の構造を利用し
て正しい設計を行わないと十分な性能が出ないという特
徴をもつ．また，実際問題においては，プロジェクトの
進捗とともに，対象とする問題が徐々に変化していくの
が通例である．この場合，問題に特化したメタ解法は，
解法の設計を一からやり直さなければならなくなる可能
性が出てくる．そうならないように幅広い問題を扱え，
また容易に拡張できるようにしておくことが，実務的な

メタ解法の設計にとって重要なことであるが，一般には
これを行うには高度な技術（職人技）を要する．仮に，
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職人が高性能のメタ解法を設計したとしても，プログラ
ムを作成した本人でないと修正が難しいため，長期のメ

ンテナンスを必要とするプロジェクトにおいては，メタ
解法の適用を躊躇する実務家が多い．
実際問題に最適化を適用する際の，典型的な流れは以

下のようになる．
��� 実際問題からモデルを抽出し，モデリング言語を
用いて記述する．

��� ���ソルバーにかける．ここで解ければ終了．解
けないときには，諦めるか，より求解能力の高い
ソルバーに買い換えるか，強い（良い下界もしく

は上界を算出する）定式化に変えるか，パラメー
タチューニングを行うか，分枝切除価格法などを
実装するか，�	
�	�緩和などの構造を利用した
解法を（���ソルバーを部品として）実装する．
いずれにせよ，これらの作業は（諦めることとソ
ルバーの買い換え以外は）実務家の手には余るこ
とが多い．

��� それでも駄目なときには，問題に特化した近似解
法を設計する．しかし，上手にメタ解法を設計す

ることも，しばしば実務家の手に余る．また，こ
の場合には今まで作成してきたモデリング言語を
経由した工夫はすべて水の泡になる．

喩えて言うなら，���ソルバーは万能ナイフであり，
メタ解法は切る対象ごとに特化された日本刀や中華包丁
や彫刻刀のようなものである．木像は万能ナイフでも彫
ることができるが，彫刻刀を使った方が綺麗にかつ早く
仕上がる．この � つの最適化技術はほとんど独立のグ
ループによって研究されており，対象とする問題が同一

であるにもかかわらず，数理計画とメタ解法の接点は少
ない．数理計画の技術（たとえば問題固有の多面体構造
の解析による切除平面の導出）は，メタ解法の設計には
ほとんど影響を与えないし，逆に，高性能のメタ解法の
開発は分枝限定法の初期上界（もしくは下界）や固定テ
ストに使えるくらいである．
ここでは，上で述べたような実務と理論の乖離を埋め，

かつ数理計画アプローチとメタ解法を自然に融合するた
めに，数理計画に基づくモデリングの工夫の蓄積をメタ

解法にフルに利用できるような枠組みを考える．このア
プローチは，単純性，頑強性，拡張の容易さ，実装の容
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易さが特徴である．まず，モデリング言語で定式化され
た問題を入力とするので，モデルが多少変更されてもプ
ログラムを修正する必要はほとんどない．また，最も実
装が困難な最適化の部分には���ソルバーを利用する
ので，実装は極めて容易で単純である．
ここで紹介する手法の弱点としては，性能（解の良さ

と計算速度）が特定のベンチマーク問題を解くために一
から設計されたメタ解法と比べると若干劣ることがあげ
られる．また，使われているアイディアも，従来の様々

な近似解法やメタ解法の研究の中で示唆されてきたもの
であるので新規性も乏しい．しかし，数多く提案されて
きたアイディアの中から，���ソルバーをサブルーチ
ンとして容易に設計できるものを選択して，汎用のアイ
ディアとした点が特徴である．また，通常のメタ解法は，
組合せ的な構造だけを有する整数計画問題に対しては極
めて有効であるが，実数変数を一部含む���問題に対
しては適用が難しいことも，ここで���ソルバーを基
礎としたメタ解法を推奨する理由の� つである．

一般に，メタ解法は大きく構築法と改善法に分けら
れる．以下で紹介する変数固定法（�� 節），緩和固定法
（�� 節），容量スケーリング法（�� 節）は構築法の範疇
に含まれ，���近傍局所探索法（�� 節），局所分枝法
（�� 節）は改善法に含まれる．もちろん，実務的には，構
築法によって生成された初期解に対して改善法を適用す
るので，これらの解法はセットとして適用される．その
際には，���併合法（�� 節）が役に立つ．

�� 変数固定法

���ソルバーを基礎とした近似解法としては，線形計

画緩和問題の解をもとにして，変数を固定する方法が，
古くから用いられている．以下の ��� 変数� � と実数変
数 � から成る���問題を例として解説する．

�������� �����

� !"�#� �� ������ �

��$��� �������

��� 変数 � の添え字集合を � とし，アルゴリズムの
途中で � に固定された変数の添え字集合を ��，� に固
定された変数の添え字集合を �� と記す．まず，一般的
な枠組みで変数固定法を記述する．
（変数固定法：一般形）

��� ����� を空集合とし，固定されていない変数の添
え字集合 	 を � に初期設定する．

��� 	 % � になるまで，以下の操作を繰り返す．

�� 	 から適当な部分集合 	 � を選択する．
�!� 各 
 �	 � に対して，変数 �� を � に固定する
のか，� に固定するのかを，適当な方法（た
とえば線形計画緩和解を用いて）決める．�

�正確にはベクトルであるが，以下では次元は適当に読
み替えるものとする．

に固定する場合には �� %� の制約を付加し，
� に固定する場合には �� %� の制約を付加
する．

�#� 制約を付加した線形計画問題（もしくは���

問題）を解く．
��� 線形計画問題（もしくは���問題）が実行
可能であれば，	 �% 	 �	 � とする．実行不
能であれば，追加した制約を外し，バックト
ラックする．

実務家が用いる最も単純な���ソルバーを利用した
近似解法は，���ソルバーの探索を途中で打ち切り，そ
れまでに得た最良の実行可能解を近似解として用いる方
法である．この方法は，打ち切り分枝限定法（�
 �#���

!
�#&����!� �� ���&��）とよばれ，上の枠組みで
は，選択する変数の集合 	 � の位数が � の場合に相当
する．
変数固定法の中では，以下の方法が最も単純であるが，

問題によっては有効である．

（単純丸め法）

線形計画緩和問題の解を '� とする．'�� が � に近い変数
は � に固定し，� に近い変数は � に固定する．変数を
固定することによって縮小された問題に対する最適解を
���ソルバーを用いて求め，それを近似解として出力
する．
また，線形計画緩和問題の解 '� を用いて，確率 '�� で

� に固定し，それ以外のとき � にする確率的丸め法や，
一部の変数を固定した後，再び線形計画問題を解くこと

によって新たな緩和解を得て，それをもとに変数の固定
を行う連続丸め法も有効である．
いずれの丸め法を用いるにせよ，上の方法では，困難な

���問題に対する良好な近似解を得ることは難しいが，
改善法の初期解生成や，実際問題を解く際の第一刀とし
ての価値はあると思われる．実際に，連続丸め法に確率的
な丸めを加味し，さらに適当な改善法を組み込んだメタ解
法は，貪欲ランダム適応型探索法（(
���) $��������

*�+��,� -�
#& �
�#�� 
�� ($*-�）とよばれ，一般

の���問題に対してある程度の成果をあげている．

�� 緩和固定法

緩和固定法（
�.� �� /� ���&��）とは，上で紹介
した変数固定法において，固定する変数を決める部分に，

���を用いた構築法である．
まず，一般の���問題で緩和固定法を解説する．
���問題に含まれる整数変数を，自由変数，固定変

数，連続緩和変数の� つに分けて考える．自由変数はオ
リジナルの問題と同じ意味をもつ整数変数であり，すべ
ての変数が自由変数である問題は，元の問題に他ならな
い．固定変数は，問題の規模を縮小するために一時的に
固定された変数である．連続緩和変数は，実数変数とし
て緩和された変数であり，すべての整数変数を連続緩和
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変数にした問題は，線形計画緩和問題に他ならない．
まず，固定変数がない状態からはじめ，一部の変数を

自由変数とし，残りの変数を連続緩和変数として���

ソルバーで最適化する．求まった解の自由変数のすべて，
もしくは一部分を得られた最適解に固定し固定変数とす
る．この操作をすべての変数が固定変数になるまで繰り
返す．
ここで重要になるのは，自由変数の選択方法とその順

序である．順序は，重要な（言い換えれば目的関数やボ

トルネック制約に与える影響が大きい）変数から順番に
自由変数とする方法が有効である．また，自由変数の選
択法には，以下の � 点を考慮する必要がある．
��� 解を構成するにあたって，互いに密接な関係があ
り，同時に決定することが必要であると考えられ
る変数を，重要な（目的関数や制約条件に与える
影響が大きい）順に自由変数を選択する．

��� 選択された自由変数の個数がそれほど多くなく，
���ソルバー（に内蔵されている分枝限定法）で

ある程度高速に求解できる．
変数の重要性，変数間の関係や分枝限定法で求解可能

な規模は，問題依存であるので，対象とする���問題
のクラスに応じて指針をもっておく必要がある．
ここでは，緩和固定法の適用例として，ロットサイズ

決定問題を考える．ロットサイズ決定問題とは，多期間
に跨る生産計画問題であり，各期における段取り替えの
有無が ��� 変数として表された���問題として定式化
される 0�1．

いま，小規模な（期の数が小さい）ロットサイズ決定
問題が���ソルバーにかけることによって，短時間で
求解可能であるとする．ここで，求解可能とは，良好な
近似解を短時間で得ることができると読み替えても良い．
この小規模問題を逐次最適化することによって，全体の
近似解を得ようというのが，緩和固定法の基本的なアイ
ディアである．
ロットサイズ決定問題に対しては，期が近い変数同士

は互いに密接な関係があると考えられる．また，近い未

来の意思決定が重要であると考えられるので，期の番号
の小さい順に自由変数としていく方法が有効であると推
測される．上の理由により，自由変数の選択法としては，
連続する期内の段取りに関する変数を一度に決めるもの
とする（図 �）．
たとえば，� 期から � 期までの段取りを自由変数，残

りの期の段取りを連続緩和して���ソルバーで最適化し
た後で，� 期から � 期を固定し，今度は � 期から 2 期ま
でを自由変数として再び最適化するといった具合である．

これを最後の期までの段取りが固定されるまで繰り返す．
ここで，一度に最適化を行う期間（上の例では � 期）が
探索の広さと速度を調節するためのパラメータであり，
最適化された自由変数をどこまで固定するか（上の例で
は � 期）が探索のきめ細かさ（刻み幅）を制御するため

第 � 図 緩和固定法の適用例（探索の広さは � 期，探索の
刻み幅は � 期の場合）．上が最初の反復における変
数の固定・緩和法で， � 期から � 期までを自由変
数，� 期以降を連続緩和変数として最適化する．下
が次の反復における変数の固定・緩和法で，上の問
題を解いて得られた最適解の � 期と � 期の分は固
定し，	 期から 3 期までを自由変数，/ 期以降を連
続緩和変数として最適化する．

のパラメータになる．

第 � 図 	 段階のロットサイズ決定問題に対する緩和固定法
の適用例．上が最初の反復における変数の固定・緩
和法で， � 期から � 期までの � 段目と � 段目を自
由変数，� 期から � 期までの 	 段目と � 期以降の
すべてを連続緩和変数として最適化する．下が次の
反復における変数の固定・緩和法で，上の問題を解
いて得られた最適解における � 期から � 期までの
� 段目の分は固定し，� 段目と 	 段目を自由変数，
� 期以降を連続緩和変数として最適化する．この後
は，通常の緩和固定法と同様に，期を後ろにずらし
ながら，同様の操作を繰り返す．

機械（工程）ごとに全体に与える影響が大きく異な
るときには，重要な機械（工程）から順に自由変数とし
て最適化する手法も有効である．これは，ジョブショッ
プスケジューリング問題に対するボトルネックずらし法

（�&�3���	 !���.���#4 ���&��）0�1 と同じ理由による．多
段階の工程をもつロットサイズ決定問題に対しては，需
要側（サプライ・チェインの下流側）の変数が重要であ
ると考えられるので，需要側（下流）の段階から順に自
由変数にしていく方法も有効である（図 �）．

� � �



� システム�制御�情報　第 � 巻　第 �	 号　 1��2

�� 容量スケーリング法

ここで紹介する容量スケーリング法（#+#��) �#.��	

���&��）は，固定費用付きの問題の特殊構造を生かし
たものであり，様々な固定費用付きの最適化問題に使う

ことができる汎用ヒューリスティクスである．ロットサ
イズ決定問題も固定費用付きの最小費用流問題と考える
ことができ，ある程度良い近似解を短時間で算出するこ
とが知られている 0�1．
以下の一般の固定費用付きの���問題を例として解

説する．

�������� �����

� !"�#� �� ���

������ �

��$��� �������

ここで，� は変動費用，� は固定費用を表すパラメー
タである．
（容量スケーリング法）

��� 平滑化パラメータ �� ����1 を決め，変化させる容

量を表すパラメータ  � をオリジナルの容量  に
初期設定する．

��� 以下の操作を適当な収束判定基準を満たすまで（た
とえば，線形計画緩和問題の解 '� が � もしくは �

に十分に近づくまで）繰り返す．
�� ��� 変数 �� を 0����

�
� 1 に緩和し，制約を

�� � ��� に変更した線形計画緩和問題を解
く．これは，固定費用 �� を容量  �

� で除し
た値を変動費用 �� に加えた目的関数をもち，

容量制約を �� �� とした線形計画問題を
解くことと同値である．

�!� 得られた線形計画緩和問題の解 '��'� におい
ては，'�% �'� となっているので，新しい容
量  � を，平滑化パラメータ � を用いて，現
在の  � と  �'� の間になるように

 � �%� �'������� �

と変更する（図 �）．
容量スケーリング法は高速であり，かつ得られた解は

局所最適解であるので，局所最適解からの脱出を図るた
めの工夫を取り入れることが望ましい．脱出のためのテ

クニックとしては，目的関数に長期メモリのペナルティ
を追加する誘導局所探索法や，現在の解と一部が異なる
ことを表す制約を追加する方法が有効であると考えら
れる．

�� ���近傍局所探索法

何らかの構築法によって得られた解を改善する方法と
して，���問題をサブルーチンとした大近傍局所探索法
（���近傍局所探索法）が考えられる．

第 	 図 容量スケーリング法の概念図．1�2 最初の線形計画
緩和．固定費用を容量で除した値を傾き（変動費
用）に加えた問題を解く．142 緩和問題の解 5� に対
する容量の変更．実線は新しい容量を 5� とした場
合．点線はもとの容量と 5� の間になるようにした
場合．

一般の���問題を考え，���問題に含まれる整数変
数を，自由変数，固定変数の � つに分けて考える．自由
変数はオリジナルの問題と同じ意味をもつ整数変数であ
り，固定変数は，問題の規模を縮小するために一時的に
固定された変数である．���近傍局所探索法では，与え
られた実行可能解を改善するために，一部の整数変数を
自由変数として���問題を最適化する．ここで重要に

なるのは，（緩和固定法と同様に）自由変数の選択方法で
ある．
ロットサイズ決定問題に対しては，期が近い変数同士

は互いに密接な関係があると考えられるので，近い期に
関連する整数変数を自由変数，他の整数変数を固定変数
として，���ソルバーを用いて最適化する．たとえば，
� 期から � 期までの段取りを自由変数とし，残りの期の
段取りを固定して最適化する．ここで，一度に最適化を
行う期間（上の例では � 期）が探索の広さと速度を調

節するためのパラメータとなる．これを，開始する期を
����			 と変化させて，改善解がみつかったら，その解を
新たな出発点として，再び探索を行う．
配送計画問題に対する��5近傍局所探索法も提案さ

れている 0�1．配送計画とは，複数の運搬車による顧客の
巡回路（ルート）を決定する問題であり，通常は運搬車
の荷量制約や顧客上への到着時刻に対する時間枠制約な
ど，種々の不可条件が追加される．近傍の探索は，現在
のルートからランダムに顧客を除き，それらをルートに

再挿入することを表す���問題を，���ソルバーで最
適化することによって成される．
実際には，���ソルバーを用いた最適化には計算時間

がかかる可能性があるので，近傍の計算時間を打ち切っ

� � �
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て得られた最良解で評価する方法や，一度探索して改善
解がみつからなかった近傍は，次回以降の探索から除外
するなどの工夫が必要になる．

	� 局所分枝法

ここでは，��節で用いた一般の ��� ���問題を例とし
て，変数固定法の拡張である局所分枝法（.�#. !
�#&��	

���&��）0�1 を紹介する．局所分枝法の基礎になるアイ
ディアは，変数を直に固定するのではなく，制約として
「ソフト」に固定することである．
いま，何らかの実行可能解が与えられているものとし，

それを参照解とよび 6� と記す．��� 変数の添え字集合 �

のうち 6�� が � の添え字集合を ��，6�� が � の添え字集
合を �� と記す．

局所分枝法では，参照解 6� と任意の解 � の間の距離

����6��%
�

����

�������
�

����

��

を用い，参照解との距離が � 以下であることを表す制約

����6��� � ���

を付け加えることによって，「ソフト」に変数の固定を行
う．ここで，� は近傍の広さを制御するためのパラメー
タである．
集合 �� の位数がほぼ一定である場合には，制約 ���

のかわりに，
 ��� である変数 �� の内の高々 � 個だけ
� に変えることを許す制約
�

����

�� 
 ������

を加えても良い．
また，現在の上界 6� 以下の解を探索するために，以

下の制約を付加することによって，さらに探索範囲を限
定する．

��

���

�����
�

���

���� � 6�

目的関数値が必ず整数値をとることが分かっている場
合（たとえば実数変数 � がない場合）には，上界未満の
解を探索するために，以下の制約を付加しても良い．
�

���

���� � 6���

これらの制約を付加することによって，分枝限定法の
探索範囲が限定されるので，���ソルバーによる解の探
索は高速に完了することが期待されるが，通常は探索時
間（もしくは分枝子問題数）に上限を設けて，���ソル
バーをよぶ．このとき，���ソルバーによる探索の結果
によって，以下の � 通りに分けて考える．
最適解を算出した場合：制約 ���を付加した問題に対す

る最適解 6� が得られたので，今後の探索からこの制
約を満たす解を除くために，以下の測深制約を追加
する．

����6��
 ���

もしくは
�

����

�� � ��������

その後，得られた最適解を新たな参照解として探索
を続ける．

（最適の保証はないが）実行可能解を返した場合：得ら
れた実行可能解を参照解 6� として探索を続ける．た
だし，同じ解を探索しないようにするため，以下の

禁断（�! ）制約を付加する．

����6��
 �

もしくは
�

����

�� � ������

実行不能であることが証明された場合：現在の参照解の
近傍には良い解はないことが保証されたので，最適
解を算出した場合と同様に，測深制約を追加する．
その後，別の参照解を得るために，（後述する）多様
化探索に移行する．

制限時間内では実行可能解が得られなかった場合：この
場合には，� 通りの方法が考えられる．� つは，近
傍を小さくして再び同じ参照解の周りを探索する方

法である．もう � つは，実行可能解を返した場合と
同様に，禁断制約を付加し，その後，別の参照解を
得るために，（後述する）多様化探索に移行する方法
である．
上の幾つかのケースでは，現在の参照解の近傍には良

い解がないので，新たな参照解を求める必要があった．
これを行う方法を総称して多様化探索とよぶ．多様化探
索には種々の方法が考えられるが，単純なものとしては，
近傍を大きくする（パラメータ � を増やす）ことがあげ

られる．他の方法として，上界以下（未満）の解に限定
するための制約を除いて（改悪を許して）���ソルバー
をよび，最初に見つかった実行可能解を参照解とする方
法も有効である．


� ���併合法

最近では，適応型局所探索法や散布探索法に代表され
るように，複数の異なる解を保持して，その情報をもと
に新たな初期解を生成し，それに対して何らかの改善法
を適用するメタ解法が主流である．これらのメタ解法で
は，複数の相異なる解から新しい初期解を生成する部分
が問題になるが，この部分に���ソルバーを用いる方

� � �
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法が���併合法である．
現在までに得られた複数の解に含まれる（�� %� に

なっている）変数だけを自由変数とし，再び���ソル
バーで解くことによって，それぞれの解の良い部分を部
品としたさらに良い解を得ることが期待される．また，
現在保持する解とは異なる解を生成するためには，局所
分枝法と同様に禁断制約を追加しておけば良い．このよ
うに，���併合法を用いることによって，良いメタ解
法を設計するための基本原則である集中化と多様化を，

���ベースのメタ解法に比較的容易に組み込むことがで
きる．これは，遺伝的アルゴリズムにおける交叉（� つ
の相異なる解から新しい解を生成する操作）を一般化し
たものであり，かつ生成される解が実行不能になること
（致死遺伝子）を回避したものと解釈できる．
配送計画に対しては，探索の途中で求めた複数の良

いルートを保管し，それらのルートから顧客をちょうど
� 回だけ通過するようにルートを再構成する方法がしば
しば有効である．これは，���併合法の一種であると考

えられる．また，���近傍局所探索法における顧客の再
挿入と，���併合法におけるルートの選択を同時に解く
タイプのメタ解法も考えられる．

�� 並列化

���ソルバーを用いたメタ解法が，他のメタ解法と
根本的に異なることは，���自身が比較的重い計算であ
る点である．通常のメタ解法では，近傍を評価するため
の計算時間は低次の多項式オーダーに抑えられるので，
この部分を並列化してもその恩恵は僅かである．一方．
���を用いた近傍評価は，通常大量の計算時間とメモリ
を要するため，この部分を並列計算機で処理することに
よる恩恵は，通常のメタ解法より大きい．

�� おわりに

本稿では，���ソルバーを用いたメタ解法を幾つか
紹介した．単なるベンチマーク問題の解決だけではなく，
実務に耐えうるメタ解法を設計するためには，汎用と特

化のバランスを吟味する必要がある．汎用の解法は幅広
い問題に適用可能であるが，一般に性能は劣る．逆に，
特化した解法は性能は優れている場合が多いが，拡張性
に欠ける．
変数固定法や局所分枝法は，一般の���問題を対象

としたものであるので，汎用の���ベースのメタ解法
である．緩和固定法や���近傍局所探索法は，問題に
特化した構造を利用することによって，性能を向上され
ることができる．容量スケーリング法は，固定費用付き

の問題の構造を利用するので，適用可能な問題が限定さ
れている．
要は，万能薬はなく，対象とする応用のニーズに（ど

の程度の汎用性を求めるのか，どの程度の性能を求める
のか）に応じて，適用する手法を決める必要があるので
ある．今後，ここで解説した手法が，実際問題の解決に
少しでも役に立てば嬉しい．
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